SF1624 Algebra och geometri

Trettonde férelasningen

Mats Boij

Institutionen fér matematik
KTH

18 november, 2009



Formel for determinanten

Vi kom fram till en allman formel f6r determinanten av en
n x n-matris som

detA = Z sgn(c)ai o(1)8,0(2) * * * 8n,o(n)
o€Sn

dar summan gér 6ver alla permutationer, o, och dar sgn(o) &r
tecknet, som &r +1 om o &r en jamn permutation och —1 om o
ar en udda permutation.

Definition (udda och jamna permutationer)

En permutation o = (o(1),0(2),...,0(n)) ar jdmn om det krévs
ett jamnt antal byten av tva positioner for att sortera om den till
(1,2,...,n) och den &r udda om det kravs ett udda antal byten.
(transpositioner)



Rad- och kolonnoperationer

Vi kommer att kunna anvanda oss av att determinanten beter
sig val nér vi utfér rad- eller kolonnoperationer:

1. Determinanten andras inte nar vi lagger en multipel av en
rad eller kolonn till en annan.

2. Determinanten multipliceras med a om vi multiplicerar en
rad eller kolonn med a.

3. Determinanten byter tecken om vi byter plats pa tva rader
eller tva kolonner.



Triangulara matriser

Definition (Over- och undertrianguldra matriser)

En matris ar dvertrianguldr om alla element under diagonalen
ar noll och den ar undertriangulédr om elementen dver
diagonalen &r noll.

Sats
Determinanten av en évertriangular matris dr produkten av
diagonalelementen.

Bevis.
Det finns bara en av de n! termerna i formeln f6r determinanten
som ar skild fran noll, och det ar den forsta, dvs
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Exempel pa Gausselimination fér determinant

Med radooperationer far vi att

10 1 —1 1 0 1 -
1 -1 -1 0 0 -1 0 -1
etl o 1 1 4 |T® o 1 1 g
0 0 -1 —1 0 0 -1 —1
1 0 1 -1 1 1 —1
0 -1 0 —1 0 -1 0 -1
=detl g 0 1 2 |T® o 01 2
0 0 -1 —1 0 00 -3
=(=1)-(=1)-1-(-3)=-3

eftersom vi bara gjort radoperationer av typ 1 som inte &ndrar
determinanten.



Determinant av produkt

Sats
Om A och B &r n x n-matriser &r

det(AB) = det(A) det(B),

avs determinanten respekterar multiplikation.

Bevis.

Det ar sant om A &r en elementar matris. Vi kan anvanda
Gausselimination fér att skriva A och B som produkter av
elementéra matriser:

A=EE - Ep, B=Emi1Emy2- Emik

och vi far att det(A) = [[7, det(E;), det(B) = [, det(Ep)),

m+k k m
det(AB) = ﬁ det(E, (H det(E,-)) <H det(Em+i)>
i—1 i—1



Determinant som volymsforandring

Om vi har en kvadratisk matris A som svarar mot en linjéar
avbildning fran R till R” kan vi tolka determinanten som en
volymsférandring:

Sats
Om T &r en linjér avbildning fran R" till R" med matris A och Q
ar ett omrade i R" sa géller att

» Volymen(T(Q)) = | det(A)|Volymen(2)

» det(A) < 0 precis om T &andrar orienteringen, dvs om T

Skickar ett hégerorienterat system till ett vdnsterorienterat
system.
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